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Matematikrepetition
Tekniskt-Naturvetenskapligt Basar

Det har kompendiet innehaller en kortfattade repetition av nagra av de forkunskaper
som ar sarskilt viktiga for basarets matematikkurser, och dessutom &r valdigt anvindbara
pa Ovriga kurser pa basaret. Varje avsnitt innehaller en genomgang av viktiga begrepp,
samband och metoder, samt ett antal 6vningsuppgifter diar du kan testa att du behérskar
materialet. For att du skall kunna tillgodogora dig undervisning pa basaret pa bésta
siatt rekommenderar vi att du arbetar igenom materialet i det har kompendiet innan du
paborjar dina studier pa basaret. Ytterligare repetitionsuppgifter hittar du i kapitlet +
Infor Kurs 3c i kursboken Matematik 5000+ Basaret 3c.
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1 Grundliggande aritmetik

Aritmetik dr den del av matematiken som behandlar ridkning med olika typer av tal. I det
har kompendiet studerar vi de reella talen som omfattar de hela talen (t.ex. 4 och —1),
de rationella talen (t.ex. 2) och de irrationella talen (t.ex. 7). Méngden av alla reella tal
betecknas R. Alla rella tal kan skrivas som en decimalutveckling, som kan vara antingen

andlig eller odndlig, t.ex.

2
5 =15, 5=06066.... ==31415....

1.1 De fyra riknesitten

Aritmetik kallas den del av matematiken som handlar om det som i vardagligt tal kal-
las rdkning. De vanligaste och mest grundlidggande rakneoperationerna, eller aritmetiska
operationerna, ar de fyra raknesitten; addition, subtraktion, multiplikation och division.
Gemensamt for dessa operationer dr att de tar tva tal och bildar ett nytt tal.

Grundliggande aritmetiska operationer

Addition: 4+ 3 =7 (term + term = summa)
Subtraktion: 4-3 =1 (term - term = differens)
Multiplikation: 4 -3 =12 (faktor - faktor = produkt)
Division: 12 /3 =4 (tédljare / ndmnare = kvot)
Notera att division med noll inte &r definierat.

Ofta utelamnar vi multiplikationstecknet - och skriver en produkt som a - b = ab nér
det &r tydligt vad som menas. Vi anviander ibland &dven potensnotation for att besriva
upprepad multiplikation, t.ex. 5* = 5-5-5-5. I dessa sammanhang dr potensen alltid ett
positivt heltal, men vi skall senare se att det gar att definiera potenser for alla reella tal.

Nér flera aritmetiska operationer kombineras ér det viktigt att resultatet ar entydigt,
d.v.s. bara kan tolkas pa ett sitt. Déarfor ges de olika rédknesédtten olika prioritet. For att
beskriva olika aritmetiska berdkningar kan vi dessutom anvénda parenteser. I en foljd av
berdkningar genomfors de aritmetiska operationerna alltid i féljande prioriteringsordning:

1. Parenteser

2. Potenser

3. Multiplikation och division
4. Addition och subtraktion

Som foljande exempel visar kan parenteser anvindas for att berskiva olika aritmetiska
berdkningar som innehaller samma operationer.

Exempel 1.1
a) 2+3-4410/2=241245=19,
b) (243)-4+10/2=5-4410/2=20+5 =25,
c) (2+3)-(44+10)/2=5-14/2 =35.



Sarskilt viktigt ar det att vara uppmérksam pa prioriteringsordningen nér vi arbetar
med division och tal pa brakform.

Exempel 1.2
Foljande berdkning kan skrivas antingen pa brakform,

243-4 2412 14
5-8 15—-8 7

2,

eller med hjilp av parenteser
(24+43-4)/(15=8)=(2+12)/(15—8) =14/7=2.

Exemplen ovan visar att det &r viktigt att vi dr noggranna nér vi skriver ner en
aritmetisk berdkning, sa att den verkligen motsvarar det vi vill beskriva. Detsamma géller
da vi anvénder minirdknare eller digitala vertyg for att genomféra berdkningar.

1.2 Negativa tal

Negativa tal ar tal mindre &n noll, d.v.s. tal pa formen —a dér a ar ett positivt tal. Vi
paminner om riakneregler for addition och subtraktion med negativa tal.

Negativa tal: Addition och subtraktion

Lat a,b vara reella tal. Da géller att

a+(=b)=a—-b, a—(=b)=a+b.

En omedelbar konsekvens av dessa samband &r att vi alltid kan uttrycka subtraktion
som addition med motsvarande negativa tal, d.v.s. addition och subtraktion ar egentligen
olika versioner av en och samma aritmetiska operation for de reella talen.

Vi paminner ocksa om motsvarande rikneregler for multiplikation och division, som
foljer direkt av att vi alltid kan beskriva ett negativt tal som talet —1 multiplicerat med
ett positivt tal @ som —a = (—1) - a.

Negativ tal: Multiplikation och division

Lat a,b vara rellea tal. Da géller att

Om b # 0 géller att

a/(=b) = (=a)/b=—a/b, (=a)/(=b) =a/b.

1.3 Rationella tal och brakrikning

Ett rationellt tal, eller mer vardagligt ett braktal, &r ett reellt tal som kan skrivas som en
kvot mellan tva heltal § dér b # 0. Exempel pa rationella tal &r

145 2689

3o s 2689
2’ 7 1376



Tal som inte kan skrivas som en kvot mellan heltal, t.ex. m och v/2, kallas irrationella tal.
Att multiplicera eller dividera bade téljeren och ndamnaren i ett rationellt tal med ett

och samma nollskilda heltal éndrar inte pa det rationella talet. Detta kallas att forlanga

respektive forkorta det rationell talet, och &r valdigt anviandbart vid berdkningar.

Rationella tal: Forlinga och forkorta

Lat a, b, ¢ vara heltaltal med b, c # 0. Da géller att
ac

a
- = —. 1.1
b be (1.1)

Beroende pa i vilken riktning likheten anvinds kallas detta att forlinga a/b med c,
respektive att forkorta ac/bc med c.

Exempel 1.3
Det rationella talet 15/25 kan forlangas och forkortas enligt foljande:

2 15 15-10 150 b) 15 35 3
25  25-10 250 25 5.5 5

Eftersom ett rationellt tal inte &ndras nér vi forldnger eller forkortar ar det ofta prak-
tiskt att forkorta det rationell talet tills det inte finns nagra gemensamma heltalsfaktorer i
taljaren och ndmnaren. Detta kallas att forkorta det rationella talet sa langt som mdajligt.

Exempel 1.4

Vi forkortar 525/70 sa langt som mojligt genom att forst faktorisera téljaren re-
spektive ndmnaren och sedan forkorta gemensamma faktorer

5 3:5:5-7 35 15

70 2-5-7 2 2

Addition och subtraktion

Precis som alla reella tal kan rationella tal adderas och subtraheras. Resultatet blir alltid
ett nytt rationellt tal, som kan berdknas med hjélp av féljande samband.

Rationella tal: Addition och subtraktion

Lat a, b, c vara heltal med ¢ # 0. Da géller att

@ b_axb (1.2)
C C C

For att addera eller subtrahera tva rationella tal som inte har samma namnare kan vi
forlanga eller forkorta for att erhalla termer med samma ndmnare.



Exempel 1.5

3 6 3+6 9
Y 5t5= "5 75
by T T 8_7T-3 4

3 3 3 3 3

3 6 3 6-3 3 18 3+18 21 3.7 7T
JntiTn I3 ntnT 1 1 o341
d)i 6_1 6_1+6_7

12 4 4 4 4 4

Notera att i de sista tva exemplen beriknas samma summa genom att addera,
forlanga och/eller forkorta i olika ordningsfoljd. Vilken ordningsfoljd av operationer
som dr enklast att anvianda for att genomfora en given berdkning &r inte alltid
uppenbart. Darfor ar det viktigt att behérska alla rdaknetekniker vél.

Multiplikation och division

Aven multiplikation och division av tva rationella tal ger ett nytt rationellt tal. Vid
multiplikation av rationella tal multipliceras téljare och ndmnare var for sig.

Rationella tal: Multiplikation

Lat a, b, c,d vara heltal med b, d # 0. Da géller att

a cC a-c ac

bd " bd bd (13)
Exempel 1.6
Berakna
3 6 7 316
Z.Z —.2 ) Z.2.Z
255 D3 9332
LoOsn:
2 3.6_3:6_18
5 5 5.5 25
7 72 7-2 14
b) --2=-.2=_Z -
3 3 1 3.1 3
C)§1 6 316 6 23 3 3
4 3 4 4-3-4 4-4 2.2.4 2.4 8

Vid division med ¢/d anvénder vi oss av multiplikation med det inverterade talet d/c.



Rationella tal: Division

Lat a,b, c,d vara heltal med b, c,d # 0. Da giller att

7 a d a-d ad
L2 2= 2= 1.4
s b ¢ b-c bc (14)
Exempel 1.7
¢ 35 3.5 3 1
a)?:—-—:—:—:_
= 5 6 5 6 2
7
7 1 7
b)i:z._:_zz
2 3 2 3-2 6
Gbi 335 335 &
% 7T 4 2 T7-4-2 56

Nér vi berdknar produkter eller kvoter av rationella tal dr det ofta praktiskt att ge-
nomfora forkortningar i de mellanliggande stegen som vi har gjort i exemplen ovan.

Pa motsvarande sitt som vi tidigare sag att subtraktion med b kunde betraktas som
addition av talet —b, noterar vi att division med ett tal d kan uttryckas som multiplikation

med det inverterade talet 1/d,
a a 1

1
i~ 1d “a
Alltsa ar multiplikation och division olika versioner av samma aritmetiska operation.
Avslutningsvis konstaterar vi att alla samband (1.1)-(1.4) som vi studerat i det hér
avsnittet om rationella tal géller dven da a,b,c,d dr godtyckliga reella tal, d.v.s. inte
nodvandigtvis heltal.

1.4 Ovningsuppgifter

1.1 Berakna
a) b—3-2+42
b) 2-10—-8-(2+1)
c) (b+2- 3)—12/(2 2-1)
d) 3- 22 —
1.2 Berakna

a) 14 — 25+ 3. (1 +3?)

b) (T=3)-(=1+5)/16

¢) (13— 3)

d) 15—-2-(2-2)—3/(6+1—2-2)

1.3 Berakna

a) (1) 4+ (=2)+3-(1+3)
b) (-1)-(-2)+(3-5)-(14+3-2)



1.4 Forenkla foljande brak sa langt som mojligt

30 15+ 17 28 315
Y15 P 9% Vg

1.5 Berakna
1 2 5 92 1 7 1 2 3
S OO P 24— A+ 2
3) 3t Po—3 92+t3-3 d3+z-g5
1.6 Berakna
1 2
)35
8 /2 1
b) = [Z 4=
)5 (3+3)
—92) 1
g T2 15
45 (=3
2 2\ 2
d)5+ 3 (2
3-5 5
1.7 Berakna
5 5433 12 51
3—5
a) 3 b) 5 ) gy ) g
5 3 5 8



2 Algebraiska uttryck

Algebra ar en del av matematiken som abstraherar den aritmetik som vi repeterade i
foregaende avsnitt genom att studera uttryck och samband som innehaller variabler, d.v.s.
symboler som representerar okdnda tal.

2.1 Algebraiska uttryck

Vi borjar med att definiera ett centralt begrepp inom algebra.

Algebraiska uttryck

Ett algebraiskt uttryck &ar ett uttryck som bestar av
o tal (t.ex. 4, —1, 3/7, m),
e variabler (t.ex. a, b, ¢, d),

e operationer (t.ex. +, — -, /).

Algebraiska uttryck innehaller inte likheter eller olikheter (t.ex. =, <, #, >).

Exempel 2.1

a) 10 + 40 ar inte ett algebraiskt uttryck eftersom det inte innehaller variabler.

b) 10z 4 40 &r ett algebraiskt uttryck i variabeln x.

)
)

¢) y = 10x+40 &ar inte ett algebraiskt uttryck, utan en likhet mellan tva uttryck.
) 3

d) 3z(x 4 y) &r ett algebraisk uttryck i variablerna x och y.

Pa samma séitt som variabler representerar ett algebraiskt uttryck ett oként tal; vilket
tal beror pa virdet pa de ingaende variablerna. Att bestdmma vilket tal ett algebraiskt
uttryck representerar for givna varden pa variablerna kallas att bestdmma uttryckets
vérde.

Exempel 2.2
Bestam vérdet av uttrycket 10x + 40 for x = 3.

Losn: Om z =3 ar

102 +40=10-3+40 =30+40 =70.

Svar: Uttrycket har vérdet 70.

2.2  Omskrivningar av uttryck

Vi skall nu studera olika sétt att skriva om algebraiska uttryck, vilket innebér att ersitta
ett algebraiskt uttryck med ett annat som representerar samma tal for alla mojliga
virden pa de ingaende variablerna. Vi borjar med att repetera nagra viktiga algebra-
iska riakneregler (som vi implicit anvént redan i foregaende avsnitt).



Algebraiska riakneregler

Lat a, b, c,d vara reella tal. Da géller att

a+b=b+a, a-b=b-a,
a+(b+c)=(a+b)+c=a+b+c, a(bc)= (ab)c= abc,
alb+c¢)=ab+ac, (a+b)c=ac+be,
(a+b)(c+d)=ac+ad+bc+bd.

Att kunna manipulera algebraiska uttryck dr viktigt och kan vara mycket anvandbart i
praktiken, dar vi ibland stoter pa algebraiska uttryck som kan vara valdigt komplicerade.
Foljande namn anvénds for att beskriva nagra av de vanligaste typerna av omskrivningar.

Omskrivningar av uttryck

e Utveckla: skriv som summa
e Faktorisera: skriv som produkt (“bryt ut”)

e Forenkla: skriv med sa fa operationer som mojligt

Exempel 2.3

a) Utveckla 3z(z + y).
Losn: 3z(x +y) = 3z -z + 3z - y = 322 + 3zy
b) Faktorisera 3x(x + y).
Lésn: 322 + 32y = 3z -2 + 3z -y = 3z(z + y)
c¢) Forenkla 3z — 2x(1 + x).
Losn: 3z —2x(14+2) =3z — 22 -1 — 2z - = 3z — 2z — 22% = © — 222
Vi tolkar i regel forenkla som utveckla och forenkla sa langt som mdajligt. Notera ocksa
att vi kan ténka pa att utveckla och att faktorisera som varandras motsatser, t.ex. genom
att anvinda riakneregeln a(b + ¢) = ab + ac fran vénster till hoger (utveckla) eller fran
hoger till vinster (faktorisera). Alla rikneregler kan pa motvarande sitt anvindas “i bada
riktningarna”. I allménhet finns det flera olika sekvenser av omskrivningar av ett algebra-

iskt uttryck som ger samma resultat. Det dr mycket anvandbart att 6va pa att anvinda
olika strategier och rikneregler for att sdkert kunna manipulera algebraiska uttryck.

Exempel 2.4
Forenkla z(2 4+ =) — x(x — 5) sa langt som mojligt.
Losn:
(2 + ) — z(z — b) | utveckla
= 2z +x2?—2*+5xr | forenkla

= T



Exempel 2.5

Forenkla (z + 2)(2? + 22 + 1) — z(2? 4+ 2z + 1).

Losn: Har kan vi saklart utveckla de tva termerna var for sig och sedan forenkla.
Det dr dock mer effektivt att notera att (2? + 2z 4 1) dr en gemensam faktor i de
bada termerna, vilket vi kan anvéanda for att forst faktorisera och sedan forenkla
uttrycket.

(z+2)(2* 4+ 22+ 1) — x(xz* + 22+ 1) | bryt ut (2? + 2z + 1)

= (x+2—2)(2®+ 22 +1) forenkla (z +2 — z)
= 2(z* +2x+1) utveckla
= 22% +4x+2

Att skriva om ett algebraiskt uttryck dndrar, som vi tidigare noterat, inte pa det tal
det representerar.

Exempel 2.6

[ ett exempel ovan sag vi att vi kunde skriva om z(2 + =) — z(x — 5) = 7z. Om
x =1 har vi att

224 z)—a(z—5)=1-2+1)—1-(1=5)=1-3—1-(—4)=7

och

Tc=7-1=7.

Detta gor att vi kan upptéicka fel i omskrivningar genom att undersdka uttryckens
varden for olika varden pa de ingaende variablerna.

Exempel 2.7

Kan (a + b)(a — b) + (a + b)? skrivas som a(a + b)?

Losn: Om a =1, b =2 har vi att
(a+b)(a—b)+(a+b)?=(1+2)1-2)+(1+2)*=3-(-1)+3*=6

men
ala+b)=1-(1+2)=1-3=3.

Svar: Nej, (a+b)(a —b) + (a + b)? kan inte skrivas som a(a + b).

Det omvénda géller dock inte; vi kan inte vara sdkra pa att tva uttryck ar lika genom
att testa enstaka virden pa variablerna.

11



Exempel 2.8

Om a =1, b= —1 har vi att
(a+b)(a—0)+ (a+b)? =1+ (=11 = (1) + 1+ (=1)*=0-24+0*=0

och
ala+b)=1-(14+(-1))=1-0=0.

Trots detta vet vi att (a+ b)(a — b) + (a + b)? inte kan skrivas som a(a + b).

2.3 Konjugat- och kvadreringsregler

I alla algebraiska uttryck kan vi ersédtt variablerna, t.ex. a,b,c, med andra algebraiska
uttryck som representerar samma tal. Detta gor att vi kan hérleda en méangd anvéindbara
algebraiska samband fran de grundldggande raknereglerna. Vi borjar med att harleda det
vilkdnda sambandet for att multiplicera tva summor

(a+b)(c+d) =ac+ ad+ bc+bd. (2.1)

Exempel 2.9

Vi anvénder de grundldggande rédknereglerna for produkten av ett tal och en summa
upprepade ganger, vilket ger:

(a+0b) (c+d) utveckla (a+b)z = az + bz

=z

= a(c+d)+blc+d) | utveckla a(c+d) =ac+ ad
= ab+ad+ bc+ bd

Fran sambandet (2.1) kan vi direkt hirleda nagra viktiga och vanligt forekommande
samband, som dessutom &ar mycket anvindbara vid algebraiska berdkningar. Det forsta
sambandet kallas konjugatreglen, eftersom de tva algebraiska uttrycken (a+b) och (a —b)
klallas for varandras konjugat. Dérefter foljer kvadreringsreglerna vars namn torde vara
sjalvforklarande.

Konjugatregeln

Lat a,b vara reella tal. Da géller att

(a+b)(a—0b)=a®—b>. (2.2)

Kvadreringsregeln

Lat a,b vara reella tal. Da géller att

(a%b)? =a*+2ab+ b, (2.3)

Vi avslutar det hér svsnittet med nagra exempel pa anvandning av konjugat- och
kvadreringsregeln.



Exempel 2.10

Utveckla (z + 5)(z — 5).
Lésn: Vi anviinder konjugatreglen (a + b)(a — b) = a®* — b* med a = x och b = 5.

(r +5)(z — 5) | konjugatreglen (a + b)(a —b) = a? — b?
= 2252 forenkla

= 22-25
Exempel 2.11
Utveckla (22 + 5y)(2x — by).

Losn:  Uttrycken (22 + 5y) och (2x — 5y) ar varandras konjugat, vi utvecklar med
hjélp av konjugatregeln.

(22 +5y)(2x — 5y) | konjugatreglen (a + b)(a — b) = a® — b*

=a =b
= (22)? — (by)? forenkla (ab)? = ab - ab = a*V?
= 422 — 2517

Exempel 2.12
3 2
Utveckla (5 + 4y> :

Losn: Uttrycket ar en kvadrat av en summa, vilket betyder att vi kan anvénda
kvadreringsregeln for att utveckla.

2

~~ N~
=a =b

5 2
(— + 4y> kvadreringsregeln (a + b)? = a® + 2ab + b?

3\ 3 2| o
= |3 +2. 5 4y + (4y)” | forenkla

9
= 1412y +16y?

13



Exempel 2.13

Faktorisera 222 — 1222 + 18z.

Losn: Vi genomfor forst en faktorisering och skriver sedan om en av faktorer-
na med hjalp av kvadreringsreglen for att faktorisera det ursprungliga uttrycket
fullsténdigt.

203 — 1222 + 18z bryt ut 2z
= 2x(x® — 6z +9) skriv om
= 2r(2® —2-3-2+ 3%) | kvadreringsregeln a? — 2ab + b* = (a — b)?
< <~
a=x b=3

= 2x(x — 3)*

I fortsédttning kommer vi ofta att ndja oss med att antingen ange namnet eller det
algebraiska sambandet for den rédkneregel som anvénds de olika stegen i en utridkning.

2.4 Ovningsuppgifter

2.1 Bestam vérdet av foljande uttryck for de givna viardena av de ingaende variablera.

a) 222 — (2z)* for z = 3
b) 2(y +10) + y(3 —y) for y = —1
c) (a+b)?*—-20—afora=2,b=5
a+2 1
L fra=3b=2
d) pg pp ora= 3, b

2.2 Forenkla foljande uttryck sa langt som mojligt.

a) (22 —5x)+ (22 + 1)

b) (a®+2a+5) — (3a®> — 2a + 3)

¢) (52?4 zy — y?) + (zy — 322 — 3y?)
d) (a®>+1)=2(a+1)+ (14 2a—a?)

2.3 Utveckla och forenkla foljande uttryck sa langt som mojligt.

a) (2z+3)(1—x)
b) z(2x + 1)(x + 1)
¢) (1—3x)2z+ (4o —1)(3+ 2x)
d) (zy+2%)(y + 5z)
2.4 Faktorisera foljande uttryck sa langt som mojligt.

a) 4a? + 20z

b) 2z + 2a + b(z + a)
o) Y +ay  +y+ay
)

d) 2(z+1)(z+5) =3z +2)(z+3)+2(z+4)

14



2.5 Harled konjugat- och kvadreringsreglerna fran (2.1)

2.6 Utveckla och forenkla foljande uttryck sa langt som mojligt.

a) (2 +y)(2r —y)

b) (2% +4)?

c) (z+1)(z—1)(z*+1)

d) (z+y)?*(z—y) - (z+y)(a® - y?)

2.7 Faktorisera foljande uttryck sa langt som mojligt.
a) 322 —27 b)a*+2d>+a ) z' —42%y? d)y®—23 +1

2.8 Forenkla foljande uttryck sa langt som mojligt.

210 _ 49
2 2 2
a) (x+y—2)(r—y+z2)—r+y +=2 b>T

15



3 Funktioner, ekvationer och olikheter

De algebraiska uttryck som vi studerade i foregaende avsnitt kan ses som byggstenar for
matematiken. I det hér avsnittet skall vi studera nagra olika matematiska objekt som
kan konstrueras i termer av algebraiska uttryck. Dessa kommer att spela en viktig roll i
matematikkurserna pa basaret och utgoér grunden for manga delar av den matematik som
studeras i grundkurser pa universitetet.

3.1 Funktioner

En funktion y = f(x) ar en regel som for varje tillatet viarde pa = ger ett virde pa
y. I termer av ett algebraiskt uttryck som innehaller variabeln x kan vi ocksa sédga
att en funktion &r en regel pa formen

1) -

Variabeln x kallas for funktionens argument, de tillatna virden pa x kallas funktio-
nens definitionsmdingd, och de méjliga virden som f(x) kan anta kallas funktionens
vardemdngd.

Det finns flera relaterade sétt att ange en funktion som ar vanliga i tekniska och na-
turvetenskapliga sammanhang. Ett siatt ar att helt enkelt ange det uttryck som definierar
funktionen f(z), detta kallas &ven formeln for f(z). Vi kan ocksa for varje virde x i
definitionsméngden ange motsvarande funktionsvirde f(x) i en vdrdetabell:

()

l\')}—\o‘a

1
2
5

Slutligen kan vi ange funktionsgrafen y = f(z) och anvinda den for att genom avldsning
bestdmma funktionsvirdet f(x) for ett givet véirde pa x.
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Exempel 3.1

Betrakta funktionen f(z) = 10z + 40. Funktionen &r definierad for alla rella tal,
d.v.s. for varje reellt tal z ar f(x) ett annat véldefinierat tal. Vi kan ocksa repre-
sentera funktionen genom dess graf y = f(x) = 10x + 40 eller som en vérdetabell.
Observera dock att virdetabellen i det hér fallet bara innehaller funktionens vérde
i fyra olika punkter, och dérfor inte beskriver f(xz) for andra vérden pa x.

80 1Yy y= f(x)
x| f(x) y=f(2) =60
0| 40
1] 50
2| 60 20 |

T =2
31 70 1 R
1 2 3

Funktionens virde for £ = 2 kan bestdmmas genom att bestimma vérdet av det
algebraiska uttrycket 10x + 40, ldsa av y-koordinaten i funktionens graf, eller liasa
av raden motsvarande x = 2 i vardetabellen. Notera att dessa ger samma resultat.

£(2) =102+ 40 = 20 + 40 = 60.

En vanlig situation i matematiken och dess tillampningar &r att konstruera en funktion
som beskriver ett givet samband. Vi studerar hér ett enklet exempel; vi kommer att stéta
pa manga fler i basarets matematikkurser.

Exempel 3.2

En taxisresa kostar 10 kr/km och 40 kr i startavgift. Bestam funktionen f(z) som
beskriver konstnaden for en resa pa x km.

Losn: Kostnaden for resan ges av

(kostnad per km) - (antal km) 4 (startavgift)

J J

v~

Vv Vv
=10 kr/km =z km =40 kr

Alltsa kan vi beskriva konstnaden med funktionen f(z) = 10x+40, d.v.s. kosntaden
for en resa pa x km ges av funktionsvirdet f(z) kr.

Svar: f(x) =10z + 40

Funktioner av en eller flera variabler kan ocksa forekomma som delar i algebraiska
uttryck, vilket vi t.ex. kommer att stota pa néir vi studerar derivatan av en funktion. Hér
nojer vi oss aterigen med att titta pa ett enklare exempel.

17



Exempel 3.3
Lat f(z) = 2z + 3 och forenkla uttrycket f(a +1) — (a —1).
Losn: Vi borjar med att skriva om uttrycket f(a + 1) — (a — 1) genom att sétta

in z = a+ 1 som argument i funktionen f(x), och férenklar sedan det resulterande
uttrycket.

fla+1)—(a—1) flz)=2x+3
= (2(a+1)+3)—(a—1) | utveckla
= 20a+2+3—-a+1 forenkla
= a+6

3.2 Ekvationer och olikheter

En ekvation &r ett pastaende om att tva storheter &r lika. Om dessa storheter
representeras av algebraiska uttryck i varibeln x kan vi ocksa séga att en ekvation
ar ett uttryck pa formen

“uttryck” ‘ = ‘ “uttryck” ‘

Uttrycket till vinster om likhetstecknet kallas ekvationens véinsterled (VL) och ut-
trycket till hoger for ekvationens hdgerled (HL). Liosningarna (eller rotterna) till
ekvationen &r alla tal = sadana att VL=HL.

. J

Att bestdmma losningarna till en ekvation kallas att ldsa ekvationen, och &r en av
de vanligaste sakerna vi gor i matematiken. For att 16sa en ekvation kan vi systematiskt
ersitta den med en “enklare” ekvation som har samma lésningar som den ursprungliga
ekvationen. Detta kan vi gora genom att till bade VL och HL addera/subtrahera samma
reella tal, eller genom att multiuplicera/dividera bade VL och HL med samma nollskilda
reella tal. Detta kallas ibland for att balansera ekvationen och ar den mest grundlaggande
formen av ekvationslésning.
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Exempel 3.4

En taxisresa kostar 10 kr/km och 40 kr i startavgift. Hur langt kan vi aka taxi for
90 kr?

Losn: Vi vet sedan tidigare exempel att priset for en resa pa = km ges av funk-
tionen f(z) = 10z 4 40. Vi soker l6sningen till ekvationen f(z) = 90 genom att
balansera ekvationen.

f(z) = 90| f(z) = 10z + 40
10z +40 = 90 | —40
10z = 50 |15

r = b

Svar: Vi kan aka taxi 5 km for 90 kr.

Vi noterar att ekvationerna 10x + 40 = 90, 10z = 50 och x = 5 som forekommer i
exemplet ovan ar olika ekvationer eftersom de algebraiska uttrycken i VL respektive HL
ar olika. Det vésentliga dr att de har samma l0sning x = 5, eftersom 10 - 5 4 40 = 90,
10 -5 =50 och 5 = 5. Detta illustrerar varfér losningen till den ursprungliga ekvationen
fas genom att balansera.

Vi skall i basarets matematikkurser studera andra typer av transformationer som vi
kan anvénda for att skriva om en ekvation, och andra l6snignsmetoder. Notera dock att det
alltid ar viktigt att vi genomfoér samma operation pa bade VL och HL nér vi manipulerar
ekvaitoner.

Att testa 16sningar

Vi kan alltid testa om ett tal x dr en l6sning till en ekvation genom insdtining i VL
respektive HL. Ibland kan vi darfor hitta losningar till en ekvation genom att gora en
gissning (ofta baserad pa hur ekvationen ser ut), och sedan testa om det faktiskt &r en
16sning genom att undersdka om VL = HL.

Exempel 3.5

Ar z = —1 en 16sning till 22 = 3z 4 47

Losn: Inséttning i VL och HL ger
VL=2?=(-1)*>=1, HL=3z+4=3-(-1)+4=1.

Alltsa ar VL = HL for z = —1.

Svar: Ja, z = —1 &r en 16sning.
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Olikheter

En olikhet &r ett pastaende om hur tva storheter forhaller sig till varandra. Om dessa
storheter representeras av algebraiska uttryck i varibeln x kan vi ange forhallandet
genom att anvinda olikhetstecknen <, < > > = for att uttrycka olikheten, t.ex.,

‘ “uttryck” ‘ > ‘ “uttryck” ‘

Pa samma sitt som for ekvationer kallas olikhetens delar for vinsterled (VL) re-
spektive hdgerled (HL). Losningarna till olikheten dr alla tal « sadana att olikheten
ar uppfylld, t.ex. VL > HL.

Méngden av 16sningar till en ekvation &r ofta isolerade viarden medans losningarna till
olikheter ofta &r en eller flera intervall som innehaller oéndligt manga losningar.

Exempel 3.6

Ett nytt taxibolag etablerar sig is samma stad som taxibolaget i foregaende uppgift.
Det nya bolaget har ingen startavgift men deras resor kostar 20 kr/km. For vilka
striackor ar det billigare att aka med det nya bolaget?

Losn: Vi kan 16sa problemet genom att forst konstruera en funktion for kostnaden
med det nya bolaget, och sedan jamféra den med motsvarnade funktion fér det
gamla bolaget.

Kostnad for gamla bolaget: f(z) = 10x + 40
Kostnad for nya bolaget:  g(x) = 20x

Vi soker de striackor z som loser olikheten g(z) < f(z).

g(x) < f(x) g(z) = 20z, f(x) = 10z + 40
20z < 10z 440 | =10z
10z < 40 s

r < 4

Svar: For striackor x < 4 km dr det nya bolaget billigare.

For att bestamma losningarna till en olikheter kan vi manipulera dem pa liknande sétt
som ekvationer. Det finns dock en viktig skillnad: Om vi multiplicerar (eller dividerar)
bada leden i en olikhet med ett negativt tal maste vi vinda pa olikhetstecknet. Vi illustrerar
detta med ett enkelt exempel.
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Exempel 3.7

Los olikheten 3 — z < 5.
Losn: Vi loser forst olikheten genom att bara anvdnda addition (och subtraktion).

3—x
-2

IN

5| —-5+4+=x

T

IN

v

T -2

Sedan l6ser vi olikheten igen, den héir gangen genom att anvéinda multiplikation av
bada leden med ett negativt tal.

3—x o1 —3

VAN

IN

2| -(—1), olikhetstecknet vénds
-2

—T

X

v

Vi illustrerar ofta losnignarna till en olikhet genom att markera motsvarande inter-
vall pa tallinjen. I dessa sammanhang betyder en ifylld cirkel (®) en punkt som ingar i
16sningsméngden, medan en tom cirkel (O) betyder en punkt som inte ingar.

Exempel 3.8

[Nlustrera = > % pa tallinjen.

Losn: Vi markerar alla punkter x som uppfyller olikheten. Notera att punkten
T = % inte uppfyller olikheten, och att médngden av punkter som uppfyller olikheten
striacker sig mot odndligheten léngs positiva x-axeln.

w1

I manga sammanhang kommer vi att stota pa uttryck som innehaller mer &n en olikhet.
Dessa kan anges genom en lista av enklare olikheter, eller som ett intervall, t.ex. a < z < b.
Vi tolkar intervall som tva olikheter som skall uppfyllas samtidigt.

Exempel 3.9

[lustrera olikheten 1 < z < 2 pa tallinjen.

Losn: Vi markerar alla punkter z pa tallinjen som uppfyller bade 1 < x och z < 2.
Notera att x = 1 &r en 16sning till olikheten, men att x = 2 inte &r det.

X

® O
1 2
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3.3 Grafer, ekvationer och olikheter

Funktionsgrafer ar ett vildigt anvindbart verktyg for att forsta losningarna till en ekva-
tion, t.ex. forsta hur manga losningar ekvationen har och vilka de ar. Detta bygger pa
att losningarna till ekvationen f(x) = g(x), d.v.s. de tal x for vilka f(z) och g(z) &r lika,
motsvarar skdrningspunkterna mellan graferna y = f(z) och y = g(x).

Pa samma sétt kan vi anvédnda funktionsgrafer for att forsta 16sningarna till olikheter;
t.ex. svarar l6snignarna till f(z) < g(x) mot de punkter dér grafen y = f(z) ligger under
grafen y = g(z).

Att approximativt bestdmma losningarna till en ekvation eller en olikhet fran funk-
tionsgrafer kallas for en grafisk losning. Detta skall jamforas med att bestdimma exakta
16sningar med hjélp av algebraiska manipulationer, vilket kallas for en algebraisk l6sning.

Exempel 3.10

Betrakta ekvationen 22 = x+2. Viritar grafernay = f(z) = 2? och y = g(z) = x+2
och identifierar samtliga skdrningspunkter.

y=x+2

Vi ser att det finns tva skrianingspunkter, med x = —1 respektive x = 2. Alltsa ar
x = —1 och z = 2 lésningarna till ekvationen 2% = x + 2.
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Exempel 3.11

Betrakta olikheten 2% < x + 2. Fran figuren i foregidende exempel ser vi att grafen
y = 2% ligger under grafen y = x + 2 for alla punkter i intervallet —1 < z < 2.
Notera att i skédrningspunkterna z = —1 och z = 2 motsvarar punkter dar
funktionernas grafer ’byter plats’, och dédrmed utgor start- och slutpunkter for det
sokta intervallet.

I det hér fallet har vi en strikt olikhet, vilket betyder att skdrningspunkterna sjéilva
inte ingar i intervallet. Vi markerar alla 16sningar till olikheten pa x-axeln.

y=x+2

o

3.4 Ovningsuppgifter
3.1 Betrakta funktionen f(z) = 2® 4 222

a) Bestam funktionens véarde for r = —3, -2, —-1,0, 1.

b) Anvinda resultatet i a) for att konstruera en enkel skiss av grafen y = f(z).
3.2 Lat f(x) = 6z + 2.

a) Bestdm f(a+3) om a = 1.
b) Forenkla f(3+ h) — f(3).
c) Forenkla f(a+ h) — f(a).

4
3.3 a) Avgor om z =1 dr en losning till — = = + 3.
x

1
b) Avgoér om x = —1 &r en l6sning till — = 2x + 3.

x
¢) Avgér om z = —1 ir en losning till (x — 1)® = 2* — 3z — 12.
3.4 Los foljande ekvationer algebraiskt.

a) 2r =3
b) x+4=2
c) 5=2x—1
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d) 2z ==z

3.5 Los foljande ekvationer algebraiskt.

3.7 I figuren nedan visas graferna y = f(x) och y = g(x) for funktionerna f(z) = 23 —4x

och g(x) = 2* + 42 + 422

a) Bestdm samtliga losnignar till ekvationen f(z

()
()
>

c) Bestdm samtliga l6snignar till olikheten f(x)

0
g(z).
g(z).

b) Bestdm samtliga losnignar till ekvationen f

3.8 Lat f(z) =3z — 3 och g(x) = 2z + 1. Los ekvationen f(2z) = g(x + 3) algebraiskt.
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4 Linjira funktioner och rita linjens ekvation

I det har avsnittet skall vi studera en enkel men viktig typ av funktioner och ekvatio-
ner, namligen linjdra funktioner och linjira ekvationer. Trots sin enkelhet dyker dessa
funktioner upp i en méngd olika sammanhang inom teknik och naturvetenskap.

4.1 Linjira funktioner

En linjar funktion kan beskrivas som en funktion f(z) dér forandringen av funktionsvérdet
ar proportionellt mot forandringen av variabeln x.

Linjara funktioner

En linjdar funktion ar en funktion pa formen
flx)=kx+m

dar £ och m ar konstanter.

Exempel 4.1

a) f(z) = 102440 &r en linjar funktion eftersom den kan skrivas f(z) = kz+m
med k = 10 och m = 40.

b) g(z) = 10x + 402 &r inte en linjér funktion eftersom den innehaller en term
4022 som #r kvadratisk i .

Linjéra funktioner har fatt sitt namn av att grafen till en linjar funktion &r en rdt
linje. Detta samband ger oss ocksa en tolkning av konstanterna k och m; k motsvarar
linjens lutning och m motsvarar linjens skdrning med y-axeln.

Exempel 4.2

Vi ritar graferna for funktionerna f(x) = 10z + 40 och g(z) = 20x + 40.

120 1y

100 |
y = 20z + 40
80 |

60 |
y = 10z + 40

m = 40

20 |
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4.2 Linjira ekvationer

Linjira ekvationer

En ekvation f(z) = g(x) i en variabel z kallas linjir ekvation om bade f(x) och
g(x) ar linjdra funktioner.

Grafiskt svarar en 16sning till en linjér ekvation alltsa mot en skdrningspunkt mellan
tva rita linjer. En sak som skiljer linjara ekvationer fran mer allmédnna ekvationer &ar
att vi alltid kan bestdmma l6sningarna till en linjar ekvation exakt genom att anvinda
algebraiska manipulationer for att balansera ekvationen. Med andra ord kan vi alltid
konstruera en algebraisk losning till varje linjér ekvation.

Exempel 4.3
Los ekvationen 10x + 40 = 90.

Losn: Ekvationen &r linjér eftersom den kan skrivas som f(x) = g(z) med f(z) =
10z 440 och g(z) = 90. Notera att g(z) &r en linjar funktion eftersom vi kan skriva
g(x) = kx +m med k =0 och m = 90.

Vi loser forst ekvationen algebraiskt pa samma séatt som tidigare.

102 +40 = 90| —40
100 = 50| &

r = b

Sedan betraktar vi graferna y = f(x) och y = g(x), och bestdmmer 16sningen till
f(x) = g(x) grafiskt genom att hitta skdrningspunkten mellan graferna.

100 1Y 4y =090

80 |

ot

60 +

0T — 102 + 40
20 |

Svar: Losningen till ekvationen &r = = 5.
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Exempel 4.4
Los ekvationen 10x + 40 = —20z + 10.

Losn: Vi loser ekvationen algebraiskt,

10z +40 = —20x + 10 | —40 + 20z
_ 1
30z = —-30 ‘5
r = —1

och illustrerar sedan l6sningen grafiskt.

80 1y
y = 10z + 40

y = —20x + 10
_40 1

Svar: Losningen till ekvationen &r z = —1.

Losningar till linjdra ekvationer

Det ar viktigt att komma ihag att nér vi sédger att vi alltid kan bestdmma samtliga
losningar till en linjér ekvation betyder det inte att det alltid finns en losning till varje
linjar ekvation. Det finns linjéra ekvationer som saknar 16sningar, d.v.s. déar det inte finns
nagot x som gor att VL = HL. Dessutom finns det linjara ekvationer dér mer &n ett x
utgor en 1osning. Det vi menar nér vi sdger att vi alltid kan bestdmma alla l6sningar till
en linjar ekvation &r att vi alltid algebraiskt kan bestdmma samtliga 16sningar x som gor

att f(x) = g(z) ar uppfyllt.
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Exempel 4.5

Vi betraktar den réita linjen y = x + 1. Genom att anvidnda sambandet mellan
l6sningar till en ekvation och skérningspunkter mellan funktionsgrafer kan vi nu
resonera kring losningsméangder till linjara ekvationer.

a) Linjen y = —2x+3 skédr y = x+1 precis en gang. Motsvarande linjéra ekvation

—2r+3 = x+1|—-1+22
2 = 3z %

Wi

xrx =

2

har ezakt en ldsning x = 3.

b) Linjen y = x+ 2 skér inte y = x4 1 nagonstans. Motsvarande linjira ekvation

r+2 = x+1|—x
2 =1
har inga ldsningar, eftersom VL # HL for alla x.

c) Linjen y = x 4 1 skiir y = = + 1 i varje punkt (linjerna &r identiska). Motsva-
rande linjara ekvation

r+1 = x+4+1|—2x
1 =1

har odndligt manga lésningar eftersom VL = HL for varje x.

y=x+2
y=-—20+3 41|
! y=x+1
y=z+1

\ N\

T

N\ 2

Med samma typ av resonemang som i exemplet ovan kan vi konstatera att tva rata
linjer aldrig kan skéra varandra precis tva ganger, tre ganger, fyra ganger, o.s.v. Vi drar
déarfor slutsatsen att i allménhet géller att en linjdr ekvation endast kan ha

a) en 1osning,
b) ingen 16sning,

¢) odndligt manga 16sningar.
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Linjdra ekvationer pa allmin form

Avslutningsvis noterar vi att eftersom bade vénster- och hogerledet i en linjir ekvation
ar linjara funktioner kan vi alltid skriva ekvationen f(z) = g(z) pa foljande form genom
att flytta 6ver alla termer i vansterledet.

Linjéar ekvation (allmén form)
En linjar ekvation &r en ekvation pa formen

ar+b=0, a#0,

eller, ekvivalent,
r+q=0,

dér a, b, g 4r konstanter.

Konstanterna i de tva ekvivalenta formerna ar relaterade genom sambandet b = agq.
Losningen till en linjéar ekvation pa allmén form ges av

x=——.
a

Notera att genom villkoret a # 0, som krivs for att vi skall kunna dividera med a,
begréansar oss till linjara ekvationer som har en entydig l6sning. Lésningen kan dock fort-
farande tolkas som en skdrningspunkt, ndrmare bestdmt skidrningspunkten mellan linjen
y = ax + b och z-axeln (y = 0).

4.3 Linjira olikheter

Linjdra olikheter &r, pa motsvarande sétt som linjiara ekvationer, olikheter som relaterar
linjéra funktioner.

Linjara olikheter

En olikhet i en variabel z, t.ex. f(x) < g(x), kallas en linjar olikhet om bade f(x)
och g(z) ar linjéra funktioner.

Pa samma sétt som vi alltid kan 16sa linjéara ekvationer fullstdndigt med algebraiska
metoder, kan vi alltid 16sa linjira olikheter.
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Exempel 4.6
Los olikheten 20z < 10x + 40.

Losn: Olikheten &r linjar, vi 16ser den forst algebraiskt.

200 < 10z + 40| —10x

10z < 40 15

r < 4

Vi konstruerar sedan en grafisk 16sning genom att rita graferna y = 20x och y =
10z + 40.

80| y = 10z + 40

60 |

O *
- 1 2 3 4 5
For alla x < 4 ligger y = 20x nedanfor y = 10z + 40, d.v.s. losnignarna till
20x < 10x 440 ar z < 4.

Svar: Olikheten 20z < 10z 4 40 har 16sningarna = < 4.

4.4 Rata linjens ekvation

Vi aterviander nu till grafen y = f(z) till en linjar funktion f(x) = kx+m. Som vi tidigare
sett &r grafen en rdt linje. Vi skall nu studera dessa linjer ndrmare genom att betrakta
y = kx + m som en ekvation i tva variabler x och y. Eftersom vi har tva variabler lever
linjen i xy-planet, dir vi betecknar en punkt genom att ange dess koordinater pa formen

(z,9).

Réta linjens ekvation (k-form)

Ekvationen y = kx 4+ m, dir k och m ar konstanter kallas for réta linjens ekvation
pa k-form. Linjen y = kx + m har lutningen k och skér y-axeln i punkten (0, m).

Vi kan forsta betydelserna av konstanterna k och m, som vi d&ven nédmnt tidigare i
detta avsnitt. Vi studerar forst fallet da = = 0. En punkt pa linjen dér = = 0 motsvarar
en 16sning till ekvationen y = kx+m dér z = 0, d.v.s. linjens skarningspunkt med y-axeln.
Satter vi in z = 0 forenklas ekvationen till y = m. Detta betyder att 16sningen &ar x = 0,
y = m, eller med andra ord att linjen gar igenom punkten (0, m).

For att forsta kopplingen mellan konstanten k och linjens lutning betraktar vi tva
punkter (z1,y;) och (z2,y2) pa linjen med zy # .
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7

Lutningen for linjen beskriver hur stor forédndringen Ay i y-led dr i forhallande till
forandringen Ax i z-led nér vi ror oss langs linjen. Nar vi rér oss mellan punkterna
(x1,y1) och (x2,ys) kan dessa forandringar uttryckas som

Ar =29 —x1, Ay=1y—11.

Lutningen ges darfor av

o BY _ -
Ar w9 — 1y
dér vi har definierat k sa att linjen blir brantare for en storre (positiv) lutning.

For att overtyga oss om att detta dr samma k som forekommer i rita linjens ekvation
noterar vi att eftersom punkterna (z1,y1) och (2, ys) ligger pa linjen y = kz + m maste
det gilla att

y1 =kxi14+m, ys=kxrs+m.

Om vi 16ser ut m 1 bada dessa ekvationer ser vi att
m =y, —kry, m=y;—kxy.

Eftersom m & konstant maste uttrycken i hogerleden vara lika. Ur denna likhet kan vi
sedan l6sa ut k (observera att zo — z1 # 0),

y1 —kxy = yo — kg | kv —

kxy — kxy = yo —y; | faktorisera
k(ra —x1) = y2—m 'xzim
kL = ¥2”h
To—T1

vilket betyder att k i ekvationen y = kxz + m &r just lutningen hos linjen.

Olika former av rita linjens ekvation

Vi har redan sett att det finns mer én ett sitt att ange en rét linje. Hittills har vi definierat
en rit linje antingen genom att ange tva punkter (x1, y;) och (22, y2) pa linjen, eller genom
att ange lutningen k och skdarningen m med y-axeln. Mer allmént kan vi specificera en
linje genom att ange dess lutning & och en godtycklig punkt (z1,y;) pa linjen.

Réta linjens ekvation (enpunktsform)

Ekvationen y —y; = k(x — 1) kallas rata linjens ekvation pa enpunktsform for den
riata linje som har lutning k och gar genom punkten (x1, ;).
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Notera att vi k-formen och enpunktsformeln ar ekvivalenta, vilket betyder att vi kan
skriva om den ena formen till den andra. Om vi startar fran enpunktsformen kan vi t.ex.

gor foljande omskrivning

y—y1 = k(xr—xp) | utveckla
y—y1 = kx—kx |ty
y = kx+(y— k)
for att erhalla linjens ekvation pa k-form med m = y; — kx.

Exempel 4.7

Bestdm ekvationen for linjen med lutning k£ = % genom punkten (2,5) pa k-form.

Losn: Linjens ekvation pa k-form ar y = kz +m med k = % Punkten (2,5) skall
ligga pa linjen d.v.s. (z,y) = (2,5) skall 16sa y = %:)3 +m.

S = % “2+m —%
o — % = m forlang 5 = 13—5
% — % = Y — U1 forenkla
8 _
Svar: Linjens ekvation &ar y = %x + ?
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vilket ger division med noll i var definition av lutningen k = X2

Exempel 4.8

Bestdm ekvationen for linjen genom punkterna (3,1) och (5, 7).

Losn: Vi anvénder aterigen réta linjens ekvation pa k-form y = kx + m. Vi later
(x1,11) = (3,1) och (x2,y2) = (5,7) och berdknar forst lutningen

Ay _ypmp _T-1_ 6,

k= — -
Ar x9—21 5—-3 2

Vi kan sedan anvdnda k = 3 och en av punkterna pa linjen, t.ex. (3,1) for att
bestdmma m genom inséttning i y = kx +m

y = kr+m |k=3,z=3,y=1

= 3-3+m|-9
-8 = m
Alltsa har vi k£ = 3, m = —8 och linjens ekvation &r y = 3x — 8.

Svar: Linjens ekvation &r y = 3x — 8.

Avlutningsvis noterar vi att en horisontell (vagrit) linje vars ekvation &r y = m

motsvarar en réit linje y = kx + m med lutning £ = 0. Pa motsvarande sétt kan vi dock
inte skriva en vertikal (lodrét) linje pa k-form. Detta beror pa att for en vertikal linje har
alla punkter samma z-koordinat, d.v.s. dess ekvation ar = = ¢, vilket betyder att Az =0

Ay

Alla rata linjer kan dock beskrivas med hjélp av rata linjens ekvation pa allmdn form.

Som namnet antyder &r k-formen, enpunktsformeln, horisontella och vertikala linjer alla
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speciallfall av den allmidnna formen.

Réta linjens ekvation (allmén form)

Varje rét linje kan besrivas med ekvationen ax + by + ¢ = 0, dér a, b och c ar
konstanter.

Exempel 4.9
Skriv linjerna Ly : y = 3x — 4, Ly : y = 5 och L3 : x = —3 pa allmén form.

Losn: For att skriva linjerna pa allmén form samlar vi helt enkelt alla termer i
vénsterledet (och forenklar vid behov):

L1—3x+y+4:O, Lgy—5:O, L3$+3:0

4.5 Ovningsuppgifter

4.1 Bestdm skrianingspunkterna mellan foljande par av réta linjer.
a) y=x+1lochy=>5
b) y=x—1lochy=-2z+5
c) y=xochy=—-2r+3

4.2 Los foljande ekvationer algebraiskt och illustrerar 16sningarna som skarningspunkter
mellan linjer.

a) r+1=—-x—1
b) z4+4=2

b) z+1=2+3
d) 2z ==z

4.3 Los foljande olikheter algebraiskt och illustrera l6sningméngderna.

a) t+1>2
b) 2z —1<5
c) x+2<3x—2
d)z—1<z+1
4.4 Avgor om foljande punkter ligger pa linjen y = %x — %

a) (Lz) D) (-L3) o (L-1) d)(©0,0)

4.5 Lat f(x) = 2z — 3 och g(x) = = + 1. Los ekvationen f(2x) = g(x) och illustrera
16sningen som skarningspunkten mellan tva linjer.

4.6 Bestam ekvationen pa k-form for foljande rata linjer.
a) Linjen med lutning £ = —1 genom punkten (0, 0)
b) Linjen med lutning k& = 2 genom punkten (1, 1)
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¢) Linjen genom punkterna (1,0) och (2,2)
d) Linjen genom punkterna (1, —5) och (—2,1)

4.7 Bestdm lutningen for foljande rata linjer.

a) y=3xr—1
b) 2z +3y+5 =
c)y=1

d) z=1

a) y=3r—1

b) 2z +3y+5=0
c)y=1

d) z=1
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5 Andragradsfunktioner och -ekvationer

I det sista avsnittet i det hdr kompendiet skall vi studera en annan vanlig typ av funk-
tioner och ekvationer, ndmligen sadana som innehaller ett kvadratiskt beroende pa =x.
Till exempel beskriver sadana funktioner hur kroppar ror sig under inverkan av enbart
konstant gravitation, sa kallade kastparabler.

5.1 Andragradsfunktioner

Vi boérjar med att definiera vad vi menar med en andragradsfunktion eller kvadratisk
funktion.

Andragradsfunktion

En andragradsfunktion eller kvadratisk funktion ar en funktion pa formen

flx)=az’+bx+c, a#0.

Notera att vi hir genom att krdva a # 0 inte betraktar linjara funktioner som ett
specialfall av kvadratiska funktioner.

Grafen y = f(z) for en andragradsfunktion kallas for en parabel. Om a > 0 har grafen
en minimipunkt och om a < 0 har grafen en maximipunkt. Dessa punkter kallas ocksa
for grafens vertex. Nollstdllen till andragradsfunktionen f(x) ar losningar till ekvationen
f(z) = 0. I allménhet har en andragradsfunktion tva nollstéllen som vi kallar x; och z.
Hur dessa nollstédllen kan bestdmmas aterkommer vi snart till. Avslutningsvis noterar vi
att andragradsparabeln y = f(z) &r symmetrisk kring den vertikal linjen

som gar genom vertex-punkten.

Y

symmetrilinje

5.2 Andragradsekvationer

Vi skall nu studera andragradsekvationer och deras 16sningar, och borjar som vanligt med
att definera vilken klass av ekvationer vi behandlar.
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Andragradsekvation (allmén form)

En andragradsekvation eller kvadratisk ekvation &r en ekvation pa formen
ar’ +br+c=0, a#0,

eller, ekvivalent,
> +pr+q=0,

dér a, b, ¢, p, q dr konstanter.

Notera likheten med den allména formen av en linjér ekvation i féregaende avsnitt.
Aven for andragradsekationer kan vi alltid bestimma samtliga 16sningar med hjélp av
algebraiska metoder*. Innan vi kan gora detta paminner vi om definitioner och egenskaper
for kvadratrotter.

Kvadratrotter

Vi borjar med att definiera vad som menas med kvadratroten /a av ett tal a. Vi paminner
om att vi i det har kompendiet endast studerar reella tal.

Kvadratrot

Lat a > 0 vara ett reellt tal. Da dr y/a det icke-negativa reella tal som uppfyller

(Va? =a

Vi betonar tva viktiga egenskaper som foljer direkt fran definitionen, men som ofta &r
foremal for missforstand:

i) Kvadratroten dr endast definierad for icke-negativa tal (a > 0); \/a ar inte definierat
for a < 0.

ii) For a > 0 dr kvadratoroten ett entydigt bestdmt tal som uppfyller v/a > 0.

Dessa egenskaper innebér att kvadratroten kan ses som en funktion f(z) = y/z med
definitionsméngd x > 0. Nér vi begréansar oss till de reella talen &r alltsa t.ex. /—4 inte
definierat.

Exempel 5.1

1
V25=5, V0=0, =2, V/3=1732.. (irrationellt)

Losningar till andragradsekvationer

Vi skall nu se hur kvadratrotter later oss konstruera losningar till andragradsekvationer. Vi
borjar med att gora foljande observation som foljer direkt fran definitionen av kvadratroten
samt det faktum att kvadraten av varje reellt tal ar icke-negativ.

*Detta &r nagot mycket ovanligt inom matematiken; det finns manga till synes enkla typer av ekva-
tioner dér vi inte kan konstruera en losningsformel som ger oss samtliga (eller ens nagra) losnignar pa
sluten form.
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Losningar till 22 = a

e Om a > 0 sa har ekvationen x* = a lésningarna x = —\/a och x = \/a, eller

r = ++/a.

e Om a < 0 sa har ekvationen x? = a inga reella l6sningar.

Med hjilp att detta resultat kan vi direkt 16sa en stor klass av andragradsekvationer.
Vi borjar med att illustrera principen med hjilp av nagra exempel.

Exempel 5.2

Los ekvationen 22 = 9.
Losn: Vi anviinder sambandet att 16sningarna till 2% = a ges av z = ++/a

x? = 9| kvadratrot

r = =£3
Alltsa &r losningarna till ekvationen x = +3.
Svar: Losningarna ar x = 3, v = —3.

Exempel 5.3

Los ekvationen (x + 1)% = 25.

Lésn: Vi noterar forst att (z + 1)? = 25 verkligen &r en andragradsekvation ef-
tersom den kan skrivas som z? + 2z — 24 = 0 med hjilp av kvadreringsregeln.
Sedan anvander vi kvadratroten for att bestdmma l6sningarna

(r+1)> = 25 | kvadratrot
r+1 = £5| -1
r = —1%£5

Alltsa &r losningarna till ekvationen x = —1+5=4och x = -1 -5 = —6.

Svar: Losningarna ar x = 4, © = —6.
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Exempel 5.4

Los ekvationen 22 +z+2=1—x.

Losn: Vi skriver om ekvationen och anvander kvadratroten for att bestamma
16sningarna

?+r+2 = l—z|+x—1
?+2x+1 = 0 kvadreringsregeln
(z+1)* = 0 kvadratrot
r+1 = =£0 —1
r = —1
Svar: Ekvationen har l6sningen x = —1.

Exempel 5.5

Los ekvationen z2 + 2x + 2 = 0.
Losn: Vi skriver om ekvationen och séker 16sningarna

P +2r+2 = 0 | -1
22+ 2x+1 = -1 |kvadreringsregeln
(x+1)? = -1

Det finns inget reellt tal  + 1 vars kvadrat (z + 1)? &r negativ, alltsa finns det inga
tal = som uppfyller ekvationen.

Svar: Ekvationen saknar reella l6sningar.

Losningsformel for andragradsekvationer

For en allmén andragradsekvation pa formen x? + px + ¢ = 0 finns en 16sningsformel,
d.v.s. ett uttryck for de tva losningarna till ekvationen i termer of konstanterna p och q.

pg-formeln

Losningarna till ekvationen
2 +pr+qg=0

ges av

for alla p, ¢ sadana att kvadratroten (§)2 — ¢ ar véldefinierad.

J

I pg-formeln antar vi att p och ¢ ar sadana att alla kvadratrotter som forekommer
ar valdefinierade. Vi skall aterkomma till detta antagande i slutet av avsnittet. Vi borjar
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dock med att studera nagra konkreta exempel pa hur pg-formeln anviands. Vi noterar ocksa
att pg-formeln later oss bestdmma ett uttryck for symmetrilinjen for andragradskurvan
y = 22 + px + ¢, som ligger mitt emellan 16sningarna x; och x5. Fran den forsta termen
ser vi att symmetrilinjens ekvation ar

P
2 Y

eller for den mer allméinna kurvan y = ax? + bx + ¢
b

Exempel 5.6

Los ekvationen 322 — 24x + 21 = 0.

Loésn:  For att kunna avéinda pg-formeln maste vi forst skriva ekvationen pa formen
2?2+ pr+q=0.
302 — 24w +21 = 0

2> —=8x+7 = 0

A
3

Alltsa har vi 22 + pz + ¢ = 0 med p = —8, ¢ = 7. Fran pg-formeln foljer da att
l6sningarna till ekvationen ges av

x:—gi,/(gf—q:z&\/(—4)72—7:4i\/§:4i3

Alltsa ér losningarna x =443 =7, r =4—-3=1.
Svar: Losningarna drx =7, z = 1.

Exempel 5.7

Los ekvationen z? 4+ 182z + 81 = 0.

Losn: Vi har 22 + pxr + ¢ = 0 med p = 18, ¢ = 81. Fran pg-formeln f6ljer da att
16sningarna till ekvationen ges av

2
v=-L1 (g) —q=-94+V2 —81=-9+V0=-9+0
Alltsa ger pg-formeln i det hér fallet bara en 16sning © = —9 + 0 = —9.

Svar: Losningen ar x = —9.

Vi atervander till villkoret i pg-formeln att rotuttrycket skall vara véldefinierat. Fran
definitionen av kvadratroten foljer att

ar valdefinierat om



Om olikheten inte dr uppfylld finns det inga reella l6sningar till ekvationen z2+px+q = 0.
Om vi har likhet,
P\? 0
(5) —a=

ser vi fran pg-formeln att de tva losningarna &r identiska

P D\ ? D
__Py <_> _g=_F
Ty 9) ~917 73

Exempel 5.8

Los ekvationen x2 — 4z + 16 = 0.

Losn: Vi har 22 + pr + ¢ =0 med p = —4, ¢ = 16. Fran pg-formeln foljer da att
l16sningarna till ekvationen ges av

2
r=-L4 (g) g= 24V _16=-9++/—12

Eftersom y/—12 inte &r definierat har ekvationen inga reella 16sningar.

Svar: Ekvationen saknar reella l6sningar.

For att forsta sambandet mellan olikheten och antalet reella 16sningar till ekvatio-
nen kan vi anvinda det faktum att lésningarna till f(z) = 2% + pr + ¢ = 0 motsvarar

nollstéllen till funktionen f(x), samt det faktum att en 6kning av konstanten ¢ mostvarar
en forskjutning av grafen till f(z) uppat.
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Losningar till andragradsekvationer

Ekvationen f(z) = 2? + pz + ¢ = 0 har féljande reella 16sningar:

Om <§)2 —q > 0 finns tvd 16sningar z,5 = —5 + (5)2 -4

Y

Om (,%,)2 — ¢ < 0 finns ingen 16sning.

Y

5.3 Ovningsuppgifter

5.1 Beridkna foljande kvadratrotter om de &dr definierade.
a) V9 b) V8L b)yv=4 b)./(-2)?

5.2 Bestam samtliga l6sningar till foljande ekvationer.
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a) f(x) =a?
b) flz)=a?+1
¢) flz)=2*—-1

5.4 Los andragradsekvationern f(x) = 0 och skissa parabeln y = f(x) for

a) f(z)=—-2>+2x—1
b) f(z) = 22> -8
¢) f(z) =322 —6x—15

5.5 Los foljande andragradsekvationer.

a) 22 —3r—4=0
b) 22 +4r —8 =0
c) 2 —4x+2=0
d) 22 +42+8=0

5.6 Los foljande andragradsekvationer.

a)

b) —22*> -3z —4=0
) 3x?+4r —1=0
) 5 —2x—2=0

c
d

5.7 Bestdm for vilka viirden pa ¢ som ekvationen x? + 3z + ¢ har

a) en losning,
b) tva olika lésningar,

¢) inga losningar.
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2.7
2.8

A.3

3.1

Svar och lésningar

Grundliaggande aritmetik
a)l b)—4 ¢ 7 d) —13

w
(@)

b)1 ¢) 1000 d) 14

53 & &
Ne}
o o T
~— ~— ~—
—_
[\
o

js¥
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~—

mlg ;lw Wi ~INo

D

Algebraiska uttryck
a) =18 b)14 ¢)31 d)1

a) 22 —3r+1

)
a)
a) dx(r +4)

b) —2a® +4a+2 c¢)22%+2zy —4y> d) 0

22> —x+3 b)2r3+32x°+2 ) —22°+12x —3 d) 52® + 622y + ay?

b) (z+a)(b+2) c)yly+1)(z+1) d) —z(x+1)

Vi anvénder sambandet (a + b)(c + d) = ac + ad 4 bc + bd. Med ¢ = a och d = —b
erhaller vi konjugatregeln

(a+b)(a—b) =a®+a(=b) + ba+ b(—b) = a* — ab+ ab — b* = a® — b*.
Med ¢ = a och d = b erhalls den forsta kvadreringsregeln
(a+b)*> = (a+b)(a+b) =a®+ab+ba+b* = a®+ 2ab+ b .
Den andra kvadreringsregeln visas pa motsvarande sitt

(a—b)* = (a—b)(a—b) = a®>+ a(—b) + (=b)a + (—=b)* = a® — 2ab + b*.

a) 422 —y? Db)r*+82°+16 c)z*—1 d)0

a) 3(x+3)(x—3) b)ala+1)? c¢)2?(x+2y)(z—2y) d) (y>—1)>

a) 2yz b)) z(x—1)

Funktioner, ekvationer och olikheter

b) Vi markerar punkterna pa grafen motsvarande dessa funktionsvérden ochs skis-
sar grafen y = f(z).
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3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8

A4
4.1

4.2

a) 26 b) 6h c) 6h
a) Ja b)) Nej «¢)Ja
a) z=3 bjz=-2 cr=3 dz=0
a) = —3 b) losningar saknas c¢)z=—3 d)z=0
a) t>—1 b))z <3 c¢)z>3 d)losningar saknas
a) r=-2,2=0,2=2 b)z=-22r=0 ¢ -2<z<0
o=
Linjiara funktioner och rita linjens ekvation
a) (z,y) = (4,5) b)(z,y) =(21) ¢ (z,y)=(1,1).
a) r=—1 b) z=-2

NO
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¢) 1osningar saknas

4.4 a) Ja Db)Nej «c¢)Ja d) Nej
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4.5 Vihar f(2z) =2-(22) —3 = 42 — 3 och ¢g(z) = x + 1. Ekvationen f(2x) = g(x) har
losningen = 3. Vi illustrerar linjerna y = f(22) = 4o —3 och y = g(z) = v + 1

samt deras skdrningspunkt (%, %)

4.6 a)y y=2xr—1 c¢)y=2x+1 d)y=-2xr-3
4.7 a)k=-1 b)k=-2 ¢) k=0 d) lutningen k ¢j definierad

4.8 a) (0,—1) b) (0,—2) ¢)(0,1) d) linjen skér inte y-axeln

A.5 Andragradsfunktioner och -ekvationer
5.1 a)3 b)9 b)ejdefinierat b) 2

52 a) =242 b)x=0,r=2 c)losningar saknas d) xz=0

5.3
a)x =0 b) losningar saknas c)r=-1,z=1
4 1Y 4 1Y 4 1Y
3| 3 3|
2 | 2 | 2
1 1
2 -1 | 1 2 2 -1 | 1 2 —2 —\\/1 2
~1 —1 _
—2 —2 —2 |
5.4
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a)x =1 b)x=-2z= C)x:l—\/é,l’:1+\/6

-8 ~18 |

55 a)r=-1,z=4 b)z=-24+V12 c¢)r=24++2 d) losningar saknas

5.6 a) z=—1 D) losningar saknas c)x:# d)x:%ﬁ
5.7 a)c=4% b)je<iy c¢)c>?
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